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1. FORMULAS TRIGONOMETRICAS

Las razones trigonométricas aparecen en numerosos problemas fisicos y matematicos.

1.

Geometria: Movimientos que implican angulos (giros, rotaciones). Medidas de
longitudes, areas, superficies.

Trigonometria, astronomia, navegacion: Mediciones de terrenos, calculos
topograficos, calculos astrondmicos, calculos de navegacion.

Ingenieria: Engranajes, pistones, ... todo lo que implica-movimientos periddicos.
Fisica tedrica: ondas mecanicas, sonoras, electromagnéticas,...

RAZONES ELEMENTALES
Poner la tabla en grados y radianes

RAZONES TRIGONOMETRICA DE LA SUMA DE 2 ANGULOS Y DIFERENCIA

Apoyarse en el dibujo que tienen los alumnos en su material.
Hacer la demostracién en el caso de la suma utilizando una secuencia de dibujos:

B C
1 (04
A
1
B
of
0] P Q
Angulo o Angulo o+ B Construccién de un Hallar el valor de los
triangulo rectangulo | catetos de los otros
de hipotenusa 1. dos triangulos.
Hallar el valor de sus
catetos.

Es facil después de lo anterior deducir el valor del sen (o + B) = PB = QA + AC

sen (o +fB) =sen o * CosS B + €os a * sen B

También es facil deducir el cos(a.+ ) = OP = 0Q — PQ = 0Q — BC

cos (o +B) = cos o " cos B— sen o *senpP

La tangente se obtiene dividiendo las dos y operando un poco; dividiendo el numerador
y el denominador entre cos o * cos B

El resto son deducibles de la férmula anterior:

sen(a — B) = sen(a + (=)
cos(a + B) = sen[% —(a+ ﬁ))...

Hallar razones de 75° y 150.
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RAZONES DEL ANGULO DOBLE
Se deducen facilmente.

Hallar las razones de 120° a partir de 60°.

RAZONES DEL ANGULO MITAD
Se obtienen simplificando adecuadamente en el siguiente sistema de ecuaciones:

cosa = cos| 2% | = cos? £ —sin &
2 2 2

a y a
1=cos® = +sin® =
2 2

Llegandose a:

La ambigliedad del signo +/— se produce porque puede haber cambio

s i 1-cosa | de cuadrante. Por ejemplo,

2 2
ey f1+c05a oS 600 /1+coleO: D l:l_

2 2 2 2 4 2

a 1-cosa
tan— =+ ———

2 1+cosa | ocqppo _ [LH+COS240 =i

2 4 2
Ejercicio

Demostrar:
pd 2
a)cos(x + Ej —cos(x + ?j = COS X

b)cos a cos(a — ) + sena sen(a — B) = cos B
» cos(a — ) i l+tgatgp
cos(e+ ) l1-tgatgp
Explicar en qué consiste una identidad a diferencia de una ecuacién. Por ejemplo, las
formulas del cuadrado de un binomio.

CONVERSION DE SUMA DE RAZONES EN PRODUCTO
También  es posible transformar sumas de senos y cosenos en productos y viceversa
utilizando este sistema de ecuaciones y similares:

{cos(a+ﬁ)=c05a - COsS B-sena - sen

sen (a+B) =sen a - COS B + Cos a - sen B
cos (¢—pB) =cos a - cos B +sen a - sen B

sen (¢—p)=sen a - €COS 3 -CoS a - sen f

Se deducen facilmente las siguientes féormulas sustituyendo los valores a + B = A y
a—p =B.
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A+B A-B

sinA4+sinB = 2sin Cos

A+ B A-B
sen 5

A+B __A-B
Ccos

sinA-sinB = 2cos

cos A+ cos B = 2cos

2
A+ B A-B

cos A—cos B = -2sen sen 5

2. ECUACIONES TRIGONOMETRICAS

Aguéllas en que la incognita esta afectada por razones trigonométricas.
El método a seguir normalmente es:

1. Conseguir que todos los argumentos o angulos de las diferentes funciones
trigonométricas sean iguales.

2. Que tengamos una sola razon trigonométrica en la ecuacion a resolver.

Ejercicios
°COSX =1
- tg2x = J3

e cosx +senx =0

e COS2X + senx = 1

e sen2x + cosx = 0

Respecto del Ultimo tipo recordar que: nos puede servir para hallar los puntos de corte
de funciones trigonométricas. Por ejemplo entre y = senx e y = sen2x

Podiamos empezar con:

sen 2x = 1. Salen dos soluciones una para k=0 y otra para k= 1

sen 2x=0. Lo mismo.

sen 3x — sen x=0
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FORMULAS TRIGONOMETRICAS

Lados de un triangulo rectangulo en funcion de la hipotenusa y el angulo

sen o h* sen a

cos o h " cos a

Deduccion basica

Formulas
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! 3. FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Esta también en el tema de funciones.

EL RADIAN

Es una unidad de medida de angulos del sistema métrico decimal. Fue definido en la XI
Conferencia General de Pesas y Medidas de 1960.

Existe una correspondencia biyectiva entre angulos centrales y arcos sobre una
circunferencia. A angulos iguales le corresponden arcos iguales y viceversa.

El angulo es la separacion que existe entre dos
semirrectas con origen comin y el arco es la longitud
que determina sobre la circunferencia

. Arco
Arco Angulo

Radio

Radianes =
Radio

Ya vemos por esta Ultima expresion que los radianes no tienen dimension. Fijarse que
dividimos una longitud entre otra longitud; es decir, es un mero nimero que establece una
mera proporcion. Ademas por ser una proporcion no depende de la circunferencia. que
tomemos. Es pues una medida asociada al angulo.

Si tomasemos una circunferencia de radio 1 el arco seria la medida del angulo.

Ya que la longitud total de la circunferencia es 2 * = * r; es decir 2 = en este caso, la
proporcion es evidente.

2 © rad<—> 360°
O lo que es mas facil

n rad <—> 180°
Asi podemos establecer:

Grados * ﬁ son radianes y Radianes - 180 son grados.
T

Cambiar mentalmente = por 180° cuando se haga la conversion.
Ejemplo

¢Cuantos radianes representan 60°?

¢Cuantos grados son 33” radianes?

¢Cuantos grados representa 1 radian?
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Es la'unidad que se utiliza en analisis, mientras que en geometria se suele utilizar los
grados.
Es importante comprobar las unidades en la calculadora cuando se esta operando.
En un mismo grafico:
Y

senx X

oS X X

FUNCIONES PERIODICAS

Una funcion y=f(x) es periddica de periodo T si se cumple que es el menor valor tal
que: f(x)=f(x+T) para todo xeD.

Las funciones periddicas por excelencia son las funciones trigonométricas. Estas asocian
a cada angulo la razon trigonométrica correspondiente. Rigen los fendmenos ciclicos o
periddicos.

Por ejemplo, senx y cosx tienen de periodo 2x. Asi sen30=sen(30+360)=...

En el eje X poner los valores r/2,x,... Aunque se observe que = ~ 3, para que lo asocien
a un numero.

El cangilén de una noria en su giro repite en cada vuelta todas sus posiciones.

3
4 2
1 A 1 i 6 9%
x — tiempo: 9 podeo o
y — altura : 0 lj O‘I & 3
= r 2 o
y = senx 7 11 3 & i
8 10 -1 sl
9 0O 2 4 6 8 10 12
Tiempo (segundos)

y = senx

Funcién que a cada angulo le hace corresponder su seno. Tiene de periodo 27 (360°).
Para construir su grafica dividimos el periodo en 4 partes. Por tanto la tabla quedaria

XA REY calculo: gréfica:
Y ~
0 Diy=sen0=0 1 :
/2 AT E
n OIS BEeRs > g X
3n/2 ey .
21 7 [2 T 3n/2 2n

El seno es una funcion periddica, impar, acotada, que oscila entre —1 y 1.
Empieza valiendo 0.
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Yy = COS X

Funciéon que a cada angulo le hace corresponder su coseno. Tiene de periodo 2n
(360°).

Para construir su grafica dividimos el periodo en 4 partes.

Completa la tabla y la grafica. Sefiala los puntos que corresponden a los valores de la
tabla. Marca también un ciclo:completo.

g calculo: grafica:
Y

0 Oiy=cos0=1 100200 3 cuo

/2 o o o
0 e, e o X
45 o o
3n/2 1 C{ © alyo®
21 -1 0 1 2 3 4 5 3] 7 8

El coseno es una funcion periodica, par, acotada, que oscila entre =1 y 1.
Empieza valiendo 1.

18.5
-1 1 2 3 4 5 6
-A.5 _
-1
y = tg x
Funcién que a cada angulo le hace corresponder su tangente. Tiene de periodo =
(180°).

Para construir su grafica dividimos el periodo en 4 partes. Lo hacemos con la vision
geométrica de la tangente.

Completa la tabla y la grafica. Sefiala los puntos que corresponden a los valores de la
tabla. Marca también un ciclo completo.
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L VA calculo: grafica:
4
Yr\ 0.
—n/2i noiy=1tg-n/2 o %
s 3 2 c
O O
0 o o 00
> X
/4 og e
O-1 O
/2 o) o)
«_2 o)
0 --3
-$ . S
=4

La tangente es una funcion
periddica, impar, no acotada, que
oscila entre —co y +oco.

Tiene asintotas verticales en
90°(n/2) y 270°(3n/2) y sus
equivalentes.

Dibuja las asintotas en la
grafica de la derecha y gradua el eje
X

Un contexto interesante para trabajar aqui es encontrar los puntos de corte de dos
funciones trigonométricas en un determinado intervalo.
Por ejemplo, hallar los puntos de corte de las siguientes funciones y representarlas:

a) y =cos (% + xj; y =senx en elintervalo [0,2x]

b) y =sen2x;y =tgx en el intervalo [0,2r]
Y asi otros ejercicios de ecuaciones.

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS PURAS

Asocian a cada angulo su sen, cos o tg.

Representacion grafica

Poner una circunferencia unidad con los angulos elementales y sus asociados y llevarlos
sobre los ejes de coordenadas. Mirar libro de Guzman cémo hacerlo y actividad posible.

Representacion segun tabla de valores

Tomaremos solamente: 0, n/2, =, 3n/2, 2n. Salvo para la tangente que tomaremos
intervalos de n/4.

Hacer las representaciones correspondientes.

Periodo.

Ejemplo
Representar hallando los puntos de corte con los ejes:
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y = 2c0s4x; y =5sen (%Xj y = -3tg(7x)

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS GENERALES. OPTATIVO

Vamos a considerar solo las de la forma: y = a‘sen bx. Por ejemplo, y = sen2x; y = 3
sen X; y = 2 sen 4x

Una funcion se dice periodica si cumple que f(x+T)=f(x) para todo x; donde T es el
periodo.

Sabemos que el periodo de senx y cosx es 2r. Mientras que el de tg es .

Para calcular el periodo de una funcion trigonométrica podemos operar asi:

Sea la funcion:

f(x)=53en(2—xj=5f(y)= f(x+T):55en(M]=5f(y+27z).
T T

C2X+2T 22X
' T V4
Y despejando el valor de T obtenemos:

Luego + 2

2x +2T 2x +27°

T T

LS T =27 vy i

Los valores para representarlas son los mismo dividiendo un ciclo completo en 4 partes.

Aqui se puede hacer alguna alusion a los movimientos periddicos y su representacion.

Por ejemplo una masa oscilando en un muelle. Podemos representar la elongacion en
funcion del tiempo.

También se puede hablar algo sobre las ondas. Estas se forman precisamente por la
vibracion de una particula en un medio que produce una perturbacion del mismo. Por ejemplo,
una gota de agua, una vibracion en el aire,...

Aqui siempre se puede hablar de dos graficas. Una que me recoge el movimiento de
cada particula en funcion del tiempo y que es del tipo del muelle anterior.

Otra que corresponde a la transmisiéon de esa perturbacion y que seria representar la
elongacion del punto pero ahora respecto a distancia al origen.

Si la direccion de propagacion de la perturbacion coincide con la de la vibracién se
habla de ondas longitudinales. Por ejemplo, el sonido.

Si la direccion es perpendicular ondas transversales. Por ejemplo, las olas.

Segun esto, se llama periodo al tiempo que tarda en producirse una oscilacion o
vibracion completa y se representa por T.

Se llama frecuencia al n° de oscilaciones por segundo. Por tanto, f = 1/T.

La amplitud o intensidad es la maxima distancia que alcanza la particula respecto del
punto de reposo.

Todos los conceptos anteriores se refieren a la particula. Darse cuenta que la forma de
la funcion:de la particula y de la onda estan muy relacionadas, puesto que, cuando la particula
haya tenido una oscilacion completa la onda habra avanzado una longitud proporcional a su
periodo.

Se llama longitud de onda a la distancia entre dos puntos que tienen igual elongacion.
Darse cuenta que ahora nos referimos a otra grafica, a la de la onda. Segun deciamos
anteriormente es proporcional al periodo y se representa por A .
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La energia que suministra una onda esta directamente relacionada con la amplitud de
la misma y también con su frecuencia. Es logico, puesto que habremos invertido mas energia
en mover la articula a mayor altura o hacerla oscilar con mayor rapidez.

Tanto en el caso del agua como del sonido existe una amortiguacion de la perturbacion
debido al rozamiento o viscosidad del medio que hace que se detenga.
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4. EJERCICIOS Y PROBLEMAS

0. EQUIVALENCIAS ENTRE ANGULOS

1 EL RADIAN

2. FUNCIONES TRIGONOMETRICAS O CIRCULARES
3 FORMULAS TRIGONOMETRICAS

1.  Demuestra que: COS(X+ 45°) cos(x— 45°) = %cos 2X

SOL: cos(x +45° ) cos(x — 45"): (cos Xc0s45° —senxsen45’ )(cos XC€0s45° +senxsen 45°):

[\f - ](\/_ - j—‘/,: \/E(COSX+senx):

COS X — —senx cosx+—senx (cosx —senx)-

= %(cos X —senx)cos x +senx)= %(coszx —sen’x)= %cos 2x

COS X +1+senx_ 1+cos2x
l-senx  cosx

2. Demuestra que: 1
COSX — Esen 2%

cosx 1+senx cos'x+(1+senx)(1-senx)  cos’x+1-sen’x 1+cos’x —sen’x
SOL: + £ = = =
1-senx COS X (1-senx)cos x COS X — Sen X Cos X 2senx cos x
COSH =
2
1+cos2x

1
COS X — Esen 2X

3. Sabiendo que tgx=-2. Calcula tg2x
SOL: -4/3

4. Simplifica la siguiente expresion: cos(z —a)sen [% - bj +sen(z — @) cos (% + b]
SOL: cos (a—b)

cos(a — b) —cos(a + b)
sen(a + b) + sen(a — b)

5. Demuestra que: =tgb

2tgx

6. Demuestra que sen2x =—="—
1+tg” x

7. Demuestra la siguiente igualdad:
2 coszi—lcosx =1
2 2
Solucion:

2 coszi—lcosx =2 1Jrcﬂ—lcosx =1+cosx—cosx=1
2 2 2 2
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8. Demuestra la siguiente igualdad:

sen2x , X 5cosx+1
HCOS| =
senx 2 2
Solucion:
sen2x » X 2senxcosx 1+cosx 1+cosx 4cosx+1+cosx 5bcosx+1
+C0S‘ — = + = 2C0S X + = =
senx 2 senx 2 2 2 2

9. Demuestra que:
cos(x + 45‘) - cos(x — 45 ) = %cos 2x

Solucion:
cos(x +45° ) cos(x -45° ) = (cos XC0s45° —sen xsen45° )(cos XC0s45° +senxsen45° )=

[ Zem L[ P |- 2 2

Y= cosx-—YX"senx || Y-cosx+ Y _senx |= ~—-(cosx —senx)- X —(cosx +senx) =
2 2 2 2 2 2

L %(cos X —senx)cos x +senx)= %(coszx —sen’x)= %cos 2x

10. Demuestra que:

COSx +senx COS X —senx
COS X —SenXx COS X +Senx

=2tg2x

11. Sabiendo que tg(x+y)=4 y que tgx=-2. Calcula tg2x y tgy
Sol: 4/3 y —6/7.

cos(a —b)—cos(a+b)

12. Demuestra que: =
sen(a + b) + sen(a — b)

tgb

4. ECUACIONES TRIGONOMETRICAS

13. Resuelve: sen (x + 45°) +sen (x il 45°) =1
SOL: sen (x +45° )+ sen (x —45° ): 1
senx-cos45’ +cos x-sen45’ + senxcos45® —cosxsen45’ =1

2senxcos45° =1

42

—senx=1 — 2senx=1 — senx= =——

<l
N

X =45° +360°k
donde keZ
x =135° +360°k

14. Resuelve la siguiente ecuacién: sen 2x + cos x = 0
sen2x+cosx =0
SoL: 25enxcosx +cosx=0 — cosx(2senx+1)=0
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X =90° + 360k
X =270+ 360k

1 X =210°+360°k
2senx+1=0 — senx=—— —

2 x =330° +360°k

cosx=0 — {

donde k € Z

15. Resolver la siguiente ecuacién trigonométrica cos (Zx - %j =-1
SOL: 4n/6+2 k*m.

16. Resolver sen2x:cosx=6sen3x
SOL: 0+k360, 30+k360, 150+k360, 180+k360, 210+k360, 330+k360.

17. Resuelve la ecuacion trigonométrica:

cos 2x + senx =0
Solucion:
90°, 210° y 3300
18. Resuelve la ecuacién trigonométrica:

COS 2X + COS% X = 2
Solucion:
COS2X+C0S°X =2 —> COS°X —sen’x +cos?x =2
2cos’x —sen’x =2 — 2c0s?x —(1— coszx): 2
2c0s’x —1+cos’x=2 — 3cos’x =3

cosx=1 —» x=0°+360"k
cos’x =1 — siendo ke Z
cosx=-1 — x=180°+360°k

SOLUCION:

Sen2x +Ccos 2X —1=cos X —2sen? x
2senxcos X +cos? x —sen? x —1=cos X — 2sen? x
2SenXcos X +Cos? X —sen® x —1-cos X +2sen’ x =0

2Senxcos X +cos? X +sen? x —1-cosx =0
2senxcosx+1-1-cosx =0
2senxcosx-cosx =0
cosx(2senx—1)=0

X =90° +360°k

cosx=0 —
X =270" +360°k
siendok e Z

2senx-1=0 — senx=%

x =30" +360°k
x =150" +360°k

19. Resuelve la siguiente ecuacion trigonométrica:

sen2x +cos2x —1 =cos x —2sen’® x
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20. Resolver la siguiente ecuacién trigonométrica cos (Zx 1. %j =-1
Sol: 4r/6+2k" .

21. Resolver la ecuacidon cos®’x—3senx=3
Sol: 270°+k:360

22. Resolver:

SOLUCION: sen2x+cosx =0

sen2x+cosx=0
2senxcosx +cosx =0

cosx (2senx +1) = 0

X, =90° +360°k — X, = = + 27k
cosx =0 — 2 conk eZ

X, =270° +360°k — X, :377[+27zk

2senx +1=0 — senx:_71 N

Xy =210° +360°k  — X, =7—”+27zk
- 6 conkeZ

X, =330° +360°k — X, :%+27zk

23. Resolver cos 2x + cos x = 0 transformando en producto previamente.
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